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Einfihrendes Problem

Ein einfaches Spiel
o
o
o
o
o
o
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Wir betrachten folgendes Einpersonenspiel auf [3, 10]:
Jede Zahl in [3, 8] kann um Eins erhdht werden.

Jede Zahl in [4, 5] kann zusétzlich verdoppelt werden.
Erhdhen um Eins kostet eine Einheit,

Verdoppeln zwei Einheiten.

Ziel: Erreiche Zahl im Zielgebiet [8, 10].



Einfihrendes Problem

Ein einfaches Spiel

@ Das Zielgebiet soll mit moglichst geringen Kosten erreicht
werden,

@ und zwar von jeder Startzahl aus.
@ Aufgabe: Finde passende Routingtabelle.
@ Zunéchst intuitive Losung
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Einfihrendes Problem

Erster Schritt
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hrendes Problem

Zweiter Schritt
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Einfihrendes Problem

Dritter Schritt
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Einfihrendes Problem

Vierter Schritt
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Einfihrendes Problem

Funfter Schritt
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Einfihrendes Problem

Sechster Schritt
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hrendes Problem

Endergebnis
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Rekapitulation

@ Ziel: Verfeinerung eines grol3en Systems

@ 1. Schritt: GroRRes System wurde auf ein kleineres mit
agquivalentem Verhalten reduziert

@ 2. Schritt: Reduziertes System wurde verfeinert

@ 3. Schritt: Verfeinerung des grof3en Systems wurde aus
Verfeinerung des reduzierten Systems gewonnen
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Definition des Modells

Ein Modell ist eine Struktur M = (((V,E), g),a) mit folgenden
Anforderungen:

@ (V,E) ist ein gerichteter Graph.
@ g: E — 2N\ {0} ist die Kantenbeschriftungsfunktion.
@ a:V — Aist die Knotenbeschriftungsfunktion.
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Abstraktion der Strategie

@ Strategie entstand durch Entfernen unerwinschter
Ubergange

@ Abstraktion: Verfeinerung

@ beschreibt Entfernen von Kanten und
Kantenbeschriftungen
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Definition der Verfeinerung

Definition
Ein Modell M" = (((V',E’),g’),a’) heil’t Verfeinerung oder
Untermodell eines Modells M = (((V,E),g), a), falls folgendes

gilt:
oV =Vunda' =a.
@ E'CE

| ® Y(u,v) e E’': g’'(u,v) Cg(u,v)
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Ziel der Verfeinerung

Ziele der Verfeinerung:
@ Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften
@ Optimalitat von Wegen
@ Optimalitat von stochastischen Spielen
° ..
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Rekapitulation
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Bisimulation

Definition

Seien My = (((V1,E1),91),a1) und Mz = (((V2, Ez), 92), a2)
zwei Modelle. Eine Relation B C V; x V5 heif3t Bisimulation
zwischen M, und M, falls sie die folgenden Eigenschaften
erfullt:

@ B ist links- und rechtstotal.

@ V1BV, = ay (V1) = ax(Vs)

‘ ‘
@ Vi —g, W1 AViBVo = dwp 1 Vo =g, Wo AW1BW;

£ o £ ~
9 Vy =g, Wo AVoBYvVy = dw;p 1 v —E, W1 AW>2B~wq
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Autobisimulation

@ Autobisimulation: Bisimulation zwischen einem Modell und
sich selbst

@ abgeschlossen unter Komposition, Konversenbildung und
Vereinigung

@ somit existiert grof3te Autobisimulation fur ein Modell
@ ist gleichzeitig Aquivalenzrelation

@ Aquivalenzklassen enthalten maximale Mengen von
Knoten mit gleichartigem Verhalten

@ Aquivalenzklassen in O(|E| - log(|V|)) Zeit berechenbar
(Paige und Tarjan)
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Der Quotient

Definition
SeiM = (((V,E),g),a) ein Modell und B eine
Bisimulationsaquivalenz fiir M. Dann ist der Quotient
M/B =(((V/B,E/B),g/B),a/B) das wie folgt definierte
Modell:
@ V /B ist die Menge der Aquivalenzklassen von B.
@ a/B(v/B) = a(v).
@ (v/B,w/B)eE/B< v ev/Baw’ ew/B: (v/,w’) € E.
@ /eg/B(v/B,w/B) < 3Iv' ev/Baw’ e w/B : (V/,w') €
EALeqg(v,w).
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Expansion einer Verfeinerung

@ Quotient hat héchstens so viele Knoten wie das
urspriingliche Modell

@ Verfeinerung des Quotienten einfacher
@ Notwendigkeit einer Zurlckibersetzung
@ formalisiert durch Expansionsoperation
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Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Die Expansionsoperation

Definition
SeiM = (((V,E),q),a) ein Modell, B eine
Bisimulations&quivalenz fir M und
(M/B) = ((((v/B),(E/B)),(g/B)),(a/B)’) eine Verfeinerung
des Quotienten (M /B). Dann ist die Expansion (M/B)'\B =
(((V',E"),g’),a’) das wie folgt definierte Modell:

@V =Vunda =a.

@ (v,w)eE' < (v,w)eEA(v/B,w/B)e (E/B)Y ANTl:1le

(9/B)(v/B,w/B) AL eg(v,w)
@ leg/(v,w)& leg(v,w)Ale(g/B)(v/B,w/B)

Roland Gliick Bisimulationen und Model Refinement



Modelle und Bisimulationen Modelle
Bisimulationen
Quotientenbildung und Expansion

Allgemeiner Ansatz

Verfeinerung

M M’

Quotientenbildung Expansion

Verfeinerung

M/B (M/B)
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

Definition des Omegaautomaten

Definition

Ein Omegaautomat ist ein Modell M = (((V,E),g),a) mit
a:V — P({init, F}) und genau einem init-Knoten. Ein
Kontroller C fur einen Omegaautomat ist eine Abbildung

C :V — 2@, Der von einem Kontroller C kontrollierte
Omegaautomat lasst an jedem Knoten genau die Ubergange
mit den entsprechenden Kantenlabels zu.
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

Kontrolle eines Omegaautomaten

@ Knoten mit Label F sind ,gute‘ Knoten.

@ Ziel: Garantiere Sicherheits- und
Lebendigkeitseigenschaften der Form OF, ¢F, OOF und
OOF fur alle Wege, die im init-Knoten starten.

@ Ansatz Uber Quotienten korrekt
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

Ein Omegaautomat

N O=0T0
B
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

1. Beispiellauf
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

1. Beispiellauf

N O=0%0
B

Roland Glu Bisimulationen und Model Refinement



Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

2. Beispiellauf
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

2. Beispiellauf
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

Ein kontrollierter Omegaautomat

O OmMO"0,

i ® ®1)
B
Oz@/&ﬁ

Erfullt OF, OOF und OOF, aber nicht OF.
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Kontrolle von Omegaautomaten
Weitere Probleme

Behandelbare Probleme

Kontrolle via Quotient (Quotientenbildung)

B
@~
B
o o=0
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Kontrolle von Omegaautomaten
Weitere Probleme

Behandelbare Probleme

Kontrolle via Quotient (Quotientenkontrolle)

B
@~
® ®
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme :
Weitere Probleme

Kontrolle via Quotient (Expansion)

@~@H@— 0“%‘
O @ ®
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme S S .

Zielmodelle

Verallgemeinerung des einfiihrenden Beispiels durch:
@ allgemeinere Kantenbeschriftung
@ allgemeinere Optimalitatskriterien
@ analoges Ziel: Optimale Wege in Zielgebiet
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme S S .

Stochastische Spiele

@ zuerst untersucht von Shapley (1958)

@ hier nur spezielle Form (einfache stochastische Spiele)
behandelt

@ als Entscheidungsproblem in NP N coNP
@ kein polynomieller Algorithmus bekannt
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Kontrolle von Omegaautomaten

Behandelbare Probleme S S .

Lineare Fixpunktgleichungen

@ kantenbeschriftete Graphen induzieren Adjazenzmatrizen

@ Optimalitatsprobleme als Fixpunktgleichungen x = Ax +b
darstellbar

@ Addition und Multiplikation aus Dioiden
@ Beispiel: Bellmann-Gleichungen
@ verwandt mit Problemstellung von Zielmodellen
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz gebra g “

algebraische Eigenschaften von Relationen

Menge der Relationen Rel(M) tUber M hat folgende
Eigenschaften

@ RUS=SUR

@ (RUS)UT =RU(SUT)

@ RUR=R=RU

o (R;S); T =R;(S;T)

@R 0=0=0R

o R:ldy =R = Idy: R

® R;(SUT)=R;SUR;Tund (RUS); T =R;TUS;T
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz 9 9

Definition idempotenter Halbring

Ein idempotenter Halbring ist eine Struktur (S, +,0, -, 1) mit
0,1€Sund+,-:S xS — S mit folgenden Eigenschaften:

@ X+ X=X
X+y=YyY+X
xX+y)+z=x+(y+2)
X+0=x

o
o
o
° (xy)z=x-(y-2)
o
o
o

X-1=x=1-X
X-0=0=0-x
X-(y+z)=x-y+x-zund(X+y)-z=x-2+y-z

.
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz gebra g “

Relationenhalbring

Relationen idempotenter Halbring
RUR=R X+ X=X
RUS=SUR X+y=y+X
(RUS)UT =RU(SUT) (X+y)+z=x+(y+2)
RUl=R X+0=x

(R;S);T =R;(S;T) (x-y)-z=x-(y-2)
Ri0=0=0;R Xx-0=0=0-x

R:;ldy =R =Idy;R X-1=x=1-X
R;(SUT)=R;SUR;T X-(y+z)=x-y+y-z
(RUS); T=R;TUS;T (X+y)-z=x-z+y- -z
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz gebra g “

Idempotente Halbringe (Fortsetzung)

o X Ly & x +y =y definiert nattrliche Ordnung
(Teilmengenbeziehung im Relationenhalbring)

@ Tests zur Charakterisierung von Teilmengen (entsprechen
Subrelationen von Idy)

@ atomare (minimale nicht-Null) Tests modellieren Elemente
@ |a)p und (a|p entsprechen (Ur)bild von p unter a
@ Konversenbildung modellierbar durch |a~) = (a|
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz 9 9

Bisimulationen in Halbringen

, Rickblende: ,
Vi —g, W1 A V1BV = 3wy 1 Vo —g, Wo AW Bw,
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz 9 9

Bisimulationen in Halbringen

, Rickblende: ,
Vi —g, W1 A V1BV = 3wy 1 Vo —g, Wo AW Bw,

als Autobisimulation fur ungelabelte Systeme:
viRw; AviBvy = 3w, @ voRwy A wyBw,
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz 9 9

Bisimulationen in Halbringen

, Rickblende: ,
Vi —g, W1 A V1BV = 3wy 1 Vo —g, Wo AW Bw,

als Autobisimulation fur ungelabelte Systeme:
viRw; AviBvy = 3w, @ voRwy A wyBw,

wird relationenalgebraisch zu:
R~;B CB;R™
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz 9 9

Bisimulationen in Halbringen

, Rickblende: ,
Vi —g, W1 A V1BV = 3wy 1 Vo —g, Wo AW Bw,

als Autobisimulation fur ungelabelte Systeme:
viRw; AviBvy = 3w, @ voRwy A wyBw,

wird relationenalgebraisch zu:
R~;B CB;R™

in Halbringschreibweise:
(g]lb) C [b)(g
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Relationen und Halbringe

. Algebraisierung von Bisimulationen
Algebraischer Ansatz 9 9

Warum Algebra?

Algebraischer Ansatz bietet
@ mathematische Schdnheit
@ Formulierung in Pradikatenlogik erster Stufe

@ Maglichkeit des Einsatzes von Theorembeweisern (hier
Prover9)

@ automatisches/interaktives Beweisen
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Ausblick

Was nun?

@ Implementierung

@ Praxistest

@ Anwendbarkeitskriterium/en

@ weitere offene theoretische Fragen
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Ausblick
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