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Ab- und Ubersicht

o Neue Beschreibung von Netzwerkfliissen

o Algebraischer Zugang

e Formalisierung = automatisches/interaktives Beweisen
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Fuzzyrelationen
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Definition (Fuzzyrelationen)

e Eine Fuzzyrelation o : X — Y von einer Menge X in eine Menge Y ist
eine Abbildung von X x Y in das Intervall [0, 1]

e Traditionelle Relationen sind in natiirlicher Weise in Fuzzyrelationen
eingebettet

e Eine Fuzzyrelation o : X — X heiBt auch Fuzzyendorelation auf X
e Korrespondenz Fuzzyendorelation < gewichteter Graph
e Eine boolesche Fuzzyrelation nimmt nur Werte aus {0,1} an

o Allrelation V xy und leere Relation Oxy sind gegeben durch
Vxvy(z,y) =1 bzw. Oxy (z,y) = 0 fiir alle (z,y) € X XY

e |dentittsrelation idx x hat die Charakterisierung idx x (z,y) = day
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Operationen auf [0, 1]
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Fuzzyrelationen
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Operationen auf Fuzzyrelationen

Seien « und 3 Fuzzyrelationen von X nach Y. Dann definieren wir:
e Vereinigung: (a U B)(z,y) = a(z,y) V B(z,y)

Schnitt: (oM B)(x,y) = alz,y) A B(z,y)

Differenz: (o © 8)(z,y) = a(z,y) © B(x,y)

Summe: (a ® B)(z,y) = a(z,y) & B(z,y)

Existenz: o®(z,y) = [a(z,y)]

Konversenbildung: of (z,y) = a(y, )
Ordnung: o C 8 < a(z,y) < B(z,y) fir alle (z,y) € X XY

i i
Netzwerkliisse mit Halbringen und Fuzzyrelationen —6— (©Roland Gliick




Fuzzyrelationen

Komposition von Fuzzyrelationen

Fir zwei Fuzzyrelationen a: X — Y und 8 :Y — Z ist die Komposition
af : X — Z definiert mittels

aﬂ(az, Z) = \/yey Oé(.ilj,y) A ﬁ(y7 Z)

Offensichtlich gilt idxxo =a = aidyy, Ozxa = 0zy und alyz = 0xz.

Fiir eine Fuzzyendorelation o : X — X sind die Potenzen o™ fiir n € Ny
induktiv definiert mittels a® = idxx und "' = o«

Fiir ebensolches av: X — X ist o™ : X — X definiert als o™ :=| | . ,a" =

n
|_|0§n<|X\ «a
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Fuzzyrelationen
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Kardinalitat von Fuzzyrelationen

Die Kardinalitit |a| einer Fuzzyrelation oo : X — Y ist definiert durch

lo| = Ypex yeva(z,y)

Eigenschaften der Kardinalitat:
o o] =04 a=0xy
e allf =0xy = |aUp| = |al+ |8
e al f=la <A

* lo] = |of|
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Halbringe und Tests

Definition (Halbring)

Ein Halbring ist ein Quintupel (M, +,-,0,1), so daB
e (M, +,0) ein kommutatives Monoid ist,
e (M,-,1) ein Monoid ist,
e 0 ein Annihilator bzg. - ist, d.h., 0-a = a-0 = 0 fiir alle a € M gilt,
e - sowohl links- als auch rechtsdistributiv tiber + ist.
0 ist die Null, 1 die Eins.
+ heiBt Addition, - Multiplikation.
Gilt z + = = x, so heiBt der Halbring auch idempotent.

Auf idempotenten Halbringen ist eine Ordnung C definiert durch z C y &
THy=y
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Halbringe und Tests
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Tests in Halbringen

Ein Test in einem Halbring ist ein Element p mit
epC1
e Es existiert ein Element —p, das Komplement von p, mit p + -p =1 und

p-p=0=-p-p

Eigenschaften von Tests:
e —p ist ebenfalls ein Test und eindeutig bestimmt
e p-q=q-p fiir Tests p,q
ep-(g+tr)=p-q+p-r
eptlgr)=@+q - (p+r7)
* ~(-p) =p

“(p+q)=-p g

~(p-q) =-p+—q
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Halbringe und Tests
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Fuzzyrelationen und Halbringe

o Fuzzyrelationen von X nach X bilden einen idempotenten Halbring mit U
als Addition, - als Multiplikation, Ox x als Null und idx x als Eins.

C entspricht der durch U induzierten Ordnung

Tests 7 in diesem Halbring sind boolesche Fuzzyrelationen mit 7 C idx x

Diese Tests eignen sich zum Charakterisieren von Teilmengen von X

Schreibweise 7(S) fiir einen zu einer Teilmenge S C X gehdrigen Test

7¢ als bequemere Schreibweise fiir —7
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Netzwerke
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Definition (Netzwerke und Pseudonetzwerke)

Ein Netzwerk ist ein Tripel N = (av: X — X, s,t), wobei X eine nichtleere
Menge ist, s, die Quelle, und ¢, die Senke, zwei verschiedene Elemente von X
sind und « eine Fuzzyendorelation auf X ist mit a1 of =0xx.

Falls a M af = 0xx nicht gefordert ist, so heiBt N ein Pseudonetzwerk.
Ein Tupel (z,y) € X X Y mit a(z,y) > 0 heiBt auch Kante von N.

a(z,y) ist die Kapazitit der Kante (x,y).
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Flusse in Pseudonetzwerken

Ein FluB ¢ auf einem Pseudonetzetzwerk N = (o : X — X, s,t) ist eine
Fuzzyendorelation auf X mit

e pL
o |Tp| = || fiir alle Testrelationen 7 mit 7 C 7(X\{s,¢})

Die erste Forderung ist die Kapazitatsbeschrankung, die zweite die
FluBerhaltung.

i i
Netzwerkliisse mit Halbringen und Fuzzyrelationen -13- (©Roland Gliick




Netzwerke

Wert von Flussen

Der Wert val(y) eines Flusses ¢ ist definiert als val(¢) = |7(s)p| — |p7(s)].
Es gilt val(y) = |7(t)| — |7(t)¢| (was aus s rauskommt, muB in ¢ rein).

Beweisskizze:

Sei 1o = 7(X\{s,t}). Dann gilt

ol =

lidx | =

[(T(s) U (t) Uo)p| =

[7(s)el + |7 ()] + |70

Analog gilt [¢*| = [7(s)¢*| + [T(t)*| + 0| = lo7(s)| + |07 (t)] + lip7o| =
lp|. Aus |pTo| = |T0¢| folgt die Behauptung.
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Netzwerke
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Definition (Maximalitat, Schnitt und Residualnetzwerk)

e Ein FluB ¢ in einem Pseudonetzwerk N heiBt maximal, falls val(y) >
val(1) fir alle Fliisse ¢ auf N gilt.

e Ein Schnitt T auf einem Pseudonetzwerk ist eine Testrelation auf X mit
7(s) C 7 C 7(¢)°

e Die Kapazitdt cy(7) eines Schnittes 7 auf N ist gegeben durch ¢(7) =
|Tat€|

e Ein Schnitt 7 heiBt minimal, falls cx(7) < en (o) fiir alle Schnitte o gilt.

e Fiir ein Netzwerk N = (a: X — X, s,t) und einen FluB ¢ auf N ist das
Residualnetzwerk definiert als ein Pseudonetzwerk
Ny = (0o : X — X, 5,t) mit g = (O p) L.

e Es gilt die Gleichheit val(p) = |Tat®| — [T0aT| = cN(T) — cn, (T)
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Netzwerke
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In Richtung Maximalitat

Ziel ist, einen FluB maximalen Wertes zu konstruieren. Dazu:

Sei N = (a: X — X, s,t) ein Netzwerk und ¢ ein FluB auf N. Falls £ ein FluB
auf N, ist, dann ist

Y= (¢ (ang)) & (ang
ein FluB auf N mit dem Wert val(v) = val(p) + val(§)
Beweis: Nicht schwierig, aber technisch und langwierig.

Sprechweise: Augmentierung von ¢ um &
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Netzwerke

Max-Flow Min-Cut Theorem

Sei N = (a: X — X, s,t) ein Netzwerk und ¢ ein FluB auf N. Dann sind
aquivalent:

(a) ¢ ist maximal
(b) s¢™t =0xx
(c) Es gibt einen Schnitt 7 mit ¢(7) = val(y)

m.a.W., der Wert eines maximalen Flusses entsprich der Kapazitat eines
minimalen Schnittes.

i
Netzwerkliisse mit Halbringen und Fuzzyrelationen -17- (©Roland Gliick



Netzwerke

Beweisskizze

* (a) = (b):
Angenommen, ¢ ist maximal und (b) ist nicht erfiillt. Dann kann man
aber im Residualnetzwerk noch augmentieren, ein Widerspruch.

e (b) = (o)
Betrachte alle im Residualnetzwerk von s aus erreichbaren Knoten. Diese
bilden einen Schnitt mit der gewiinschten Eigenschaft.

¢ () = (a):
Wir wissen bereits, daB die Kapazitat eines beliebigen Schnittes
groBergleich dem Wert jedes Flusses ist. Im Fall der Gleichheit bleibt also
nichts anderes als die Behauptung librig.

Alle diese Beweise lassen sich auch algebraisch fiihren 1!
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Netzwerke

Ausblick und weitere Arbeit

Anwendung auf Graphen moglich

Beschreibung von Netzwerken mit Importen und unteren Schranken mit
analogen Mitteln

Vorantreiben der Axiomatisierung

Versuch des automatischen /interaktiven Beweisens
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